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MDF Leapfrog 1-D:
Usando Operadores Gy D de 29° y 4% Orden
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s Matrices de Diferenciacion:

80] en los N centros de celdas de malla en fig. 3.1.
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o en los (N + 1) nodos de la malla en fig. 3.1.
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o 29° Orden : Las siguientes matrices D y G estan construidas con las formulas de Taylor en mallas centro-

10 distribuidas.




11 4% Orden : Las siguientes matrices estan dadas por la FDF miméticas de Castillo et al (2001) para los

12 parametros a = =0,y = —i (ancho de banda minimo).
[ 47888 1790 14545 8997 2335 25 i
14245 407 9768 16280 22792 9768
16 31 29 3 1
105 24 24 a5 1. 0 0
OM __ 1 27 27 _1
Gy = 0 24 24 2 24 0 0 (3)
1 27 27 1
0 0 % wm a1 a0
4751 909 6091 1165 129 25 i
5192 1208 15576 5192 2596 15576
1 27 27 1
% wu w0 0 0
OM __ 1 _27 27 _1
D" = 0 24 24 24 24 0 0 (4)
1 27 27 1
0 0 5 2 21 =1 0
—n+1/2 —n—1/2 At ="
Ir/)i)—?;_ :f(a) v —v :<ph GT
XT
EDP: { =  MDF: { (5)
L L) T -7 = (WS Dt
= R — — J— v
\ M@x \ H h

13 El método de DF en (5) es centro distribuido y con un ELT de orden O(At?, h?) en el caso de D y G en
14 (2), mientras que el orden es O(At?, h*) en el caso de G 'y D en (3), (4).
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Formulacion vectorial del método de Lax Wendroff

i« Formulacion velocidad-esfuerzo de la ecuacion de onda

( . 0T
i po 97 O<x<l, t>0
x
| (6)
t T:Ma*, (07 t) (1 t) 0
17 Discretizacion del Dominio
t
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Figura 3.3. Figura 3.4.

18 Para el caso de la ecuacion de velocidad en (6), consideremos la expansion de Taylor en tiempo alrededor

10 del punto ¢ = ", y su evaluacion en los instantes t"1/2 y ¢n—1/2

At At At
n+1/2 _ ny (2) n
° - < >8tv 2<2>8t +3!<2>

3) 0, 1 (At (40 AN

At 1 (At At 1 (At 1 /At\*
”Unil/Q = ’Un—<2> 8t'l)n+§ <2> aég)vn—g < B > alg )"Un‘i‘g (2) 854)7)”—“ : “‘H () 8(k)vn (8)

20 al sustraer (8) de (7),

At 2 (At)° At
R e N +3,( ) oy )v”+5!<2) a§5)u”+-~+k!<2> o (9)

21 de modo que

At 2 (At\° At
o TL/2 — /2 (3),n (5) n g (k) yn
= + At 9" +3<2>8tv+5!<2>8tv +k'< >3 (10)
22

El proceso de Lax-Wendroff consiste en usar la Ecuacion (6) para reemplazar derivadas temporales por
23 espaciales,
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(i) Ato ~ 2o (11)

hp
W e () Lh )LL)
AP ~ ﬁ;(; [Ahtup <2§G7‘”>] (13)
~ f;; (‘;) G(DG)T" (14)
(iii) APy ~ f;(; [AhtuD @;G <Aht”D {iGT”}»] (15)
- f*p (’/j) G(DG)>T" (16)

Retomando la ecuacion (10) para identificar los siguientes términos

Un+1/2 _ Un71/2 + At 9™ +
——

Ec. (11)

1 1 koK), n
T + S [(At) My ] (17)

Ec. (14) Ec. (16)

223! {(At)i%@gsxu,z] +
N—

Aty o]+
R

y sustituyendo las aproximaciones (11), (14) y (16) en la ecuacion (17), se deriva el método Lax Wendroff

(LW) para la ecuacion de velocidad

At 1 A [ 1 A ()2 2
n+1/2  _ n—1/2 4 —° n = (= n = no...
v I GT (p) GDGT" + 37 =75 (p) G(DG) T 4
(18)
1 Atk F=D/2 (k=1)/2__
T <ﬁ) ¢(pG) T
Equivalentemente, para la ecuaciéon del esfuerzo se obtiene
R N (At>3 <H> D(GD)v"=1/2 4 L (At>5 (“)2 D(GD)*v"=1/2 4 ...
s 231\ ) \p/* 251\ ) \p) #
(19)
1 A\ * M (k—1)/2 (k—1)/2 .
. R R — = n—1/2
T o ( h ) (p) wp(6D) oo
A nivel algoritmico conviene manejar los vectores en (19) por
At _ At At
oV = —=pDv" ¢ = —=pD (hpG(qﬁl))) : ¢® = (20)
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31 por lo que

n _ ~+n—1 1 3 5
=T gt e 21
32 de manera equivalente se procede en (18),
At At At
(W) _ Bt on, (3 _ 2t ( (1)) (5) _ ... 2
W = 5,07 w =5, nD @ (22)
33 por lo tanto
n+1/2 _  n—1/2 1 3 5
V2 =y /Jrqf,)+22 3‘q1(})—|—24 S0+ (23)

34 Para analizar la estabilidad, conviene reescribir (18) en términos de las variables adimensionales v = v/¢;

s T=T/u y el CFL p=cAt/h

AtC _n IINA ~n INAE ~
sntl/2  _ sn—1/2 a2t L2 atb 4 2
0 D +=-=GT 73'<h)CCG(DG)T +724.5!(h>CCuG(DG)T+
(24)
1 ARNE (k=1)/2_p,
o <T) € G(DG) T
36
~ 1 1 1 (k=1)/2 _
~nt1/2 _ ~n—1/2 n 3 k "
S = G o G(DC)T g GDG T - G(pG) 7. (25)
37 Finalmente, se obtiene
~ ~n— 1 1 1 (k—1)/27
o2 — gn12 L g I+ 575 (DC) + 50" (DG + -+ Gy ¥(pa) ] 71 (26)
ss  De igual manera, las correcciones LW en (19) para el esfuerzo se pueden expresar como
~n _ m~n—l1 CAt —1/2 1 At\? 3 ~n—1/2 1 At\? 5 2-n—1/2
(27)
1 At\F b1 (k-1)/2
e[ = - on—1/2
+ 1kl < A > & CD(GD) 0
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por tltimo, se obtiene

o 1
" =7""14D|pl,,, +22—3|p3(GD)+

1
9457 ok—1j P

k—1)/2
NGDY -+ k(GD)( )/}@"—1/2 (28)

Los resultados en (26) y (28) permiten expresar el método LW como un método iterativo explicito que obtiene

la solucion en instante t” como un producto matriz vector, siendo este vector la solucion previa en t"~1. A

continuacion, el vector ¢ agrupa los vectores de velocidad y esfuerzo y la matriz H del método iterativo

resulta de agrupar las potencias y sumas matriciales en (26) y (28)

q" = I:@n+1/2 ;7\_n:|’ ¢" = H(p, k)qnfl. (29)
Las expresiones (26) y (28) se escriben haciendo uso de las matrices AP¢ y AP definidas abajo
ontl/2 = gn=1/2 4 G ADG (%n—l + DAGDﬁn—UQ) ’
— ,[)nfl/2 + GADG,?\-n_l + GADGDAGDﬁnflﬂ, (30)
_ (I + GADGDAGD> on—1/2 4 GADG%H—l’
en el sistema matricial en bloques
mt1/2 IN+1 + GADPG D AGD GADPG m—1/2
_ — H(p, K)g""! (31)
7 DAGD I, Fn-t
donde
1 P 2 1 p 4 1 D k-1 _
ADG _ [1 7(7) D 7(7) DG+ ... f<,> DEyk 1)/2} 5
y
1 /p 2 1 /p 4 1 /p k—1 B
ARy =p |Ivia + 55 (5) (GD)+ (5) (GD) 4o (5) (GD)* IW} . (33)
Observacion. El método de Lax Wendroff presenta O(k + 1) para k = 1, 3, 5, .... La Estabilidad del

mismo puede estudiarse a través del radio espectral y la norma de la matriz H, haciendo uso de herramientas

del Algebra Lineal para el estudio de la convergencia de Métodos Iterativos. Este método de analisis de

estabilidad de MDF se conoce como Método Matricial y la bibliografia al respecto es amplia.

Sin embargo,

se recomienda revisar el Cap. 4 de la Tesis de Maestria (UCV) de Adelis Nieves [2]. En el caso del radio

espectral de la matriz H, dado un valor de k, se halla p™?* tal que ese radio espectral sea menor o igual a 1.
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Apéndice

Consideremos la formulacién de segundo orden para la ecuaciéon de onda en términos de la presion acistica

p(z,t)

&’p _ Hd%p
2 da?
donde C corresponde a la velocidad de propagacién de las ondas compresionales. Evaluando la expansion de

Taylor en tiempo para p(z,t) alrededor de t = ", en los instantes t"t! =" + At y "1 =" — At, se tiene

dp\" 1/ dp\" 1 (d*p\" 1 (dp\"
P (dt> ATt <dt2> (A7 + 3, <dt3 A"+ 5 { gz ) B+ (34)

_ dp\" 1/ d*p\" 1 /(d®p\" 1 /d*p\"
P 1:pn—<dt> (At)+2(dt2> (At)2—3!<dt3 (A + 3 (55) Bt @)

En (34) y (35) se ha omitido la dependencia en (x,t), y ademéas podréan considerarse como el caso particular de
expansiones bidimensionales en estas variables, pero evaluadas en el punto mismo x por lo que se simplifican

todas las derivadas en x. Al sumar (34) y (35) se obtiene

d?p\" 2 [d*\" 2 [dSp\"
n+1:2 n__ ,n—l1 i AtQ i i At4 “ [ 2P AtG
P p=p +<dt2> (At) +4!<dt4> (A7 + 5 g ) (B +

La expansion anterior es la base del método LW para esta formulaciéon al reemplazar todas las derivadas

temporales por sus equivalentes espaciales, con base a la ecuaciéon de ondas. Esto es,

2

_ > p\" 2 d*p\" 2 dSp\"
ntl _gn a1 a2 (GPN a2 2 (TP At 26 (TP A L
P pr=p <dt2> A7+ 3¢ g ) B +G g ) A7+
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