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Métodos de Diferencias Finita Clásicos / Didácticos8

FTCS, CTCS - Nodal, CTCS - Staggered.9

Propiedades:

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(iii) Consistencia (E.L.T.)(∆t, h) −→ Taylor ↘
Convergencia

(iiiiii) Estabilidad (E.L.T.+ Errores Redondeos (E.R.))| {z }
Errores permanecen acotados

↗

(iiiiiiiii) Convergencia (Consistencia + Estabilidad); −→ Teorema Lax - Richtmyes

(iviviv) Dispersión [c num/c exacta] ∼ 1

10

Ec. Onda: Medio 1D de Parámetros (µ, ρ) variable en x.11

12 8>>>>>><>>>>>>:
τ (x) = µ(x)

∂

∂x
u(x, t)

ρ(x)
∂2

∂
u(x, t) =

∂

∂x
τ (x, t) =

∂

∂x

"
µ(x)

∂u

∂x

#
| {z }
τ (x)

13

(aaa) Parámetros

µ(x) : Rigidez [Fuerza]

ρ(x) : Densidad [masa]/[volumen]

c(x) =
É
µ
ρ : Velocidad de onda.

14

(bbb) Variables Dependientes

τ (x) : Esfuerzo [fuerza]/[area]

u(x, t) : Desplazamiento [distancia]

∂u

∂x
: Deformación adimensional.

15

(ccc) Variables Dependientes

∂u

∂t
: Velocidad de la partícula (v)

∂2u

∂t2
: Aceleración.

16



Métodos de Diferencias Finita Clásicos / Didácticos17

FTCS, CTCS - Nodal, CTCS - Staggered18

8>>>><>>>>:
ρü = τx

τ = µux

−−−−→
v=u̇

−−−−→
∂
∂t

8>>><>>>:
ρv̇ = τx

τ̇ = µvx

Desplazamiento-Esfuerzo Velocidad-Esfuerzo

19

• FTCS: Forward in Time Central in Space.20 8>>>>>>><>>>>>>>:
ρ

�
vn+1
j − vnj

∆t

�
=

�
τnj+1 − τnj−1

2h

�
=⇒ vn+1

j = vnj +

�
∆t

2hρ

� �
τnj+1 − τnj−1

�
τn+1
j − τnj

∆t
= µ

�
vnj+1 − vnj−1

2h

�
=⇒ τn+1

j = τnj +

�
µ∆t

2h

� �
vnj+1 − τnj−1

�21

• CTCS: Center in Time Central in Space22 8>>>>>>><>>>>>>>:
ρ

�
vn+1
j − vn−1

j

∆t

�
=

�
τnj+1 − τnj−1

2h

�
=⇒ vn+1

j = vn−1
j +

�
∆t

2hρ

� �
τnj+1 − τnj−1

�
τn+1
j − τn−1

j

∆t
= µ

�
vnj+1 − vnj−1

2h

�
=⇒ τn+1

j = τn+1
j +

�
µ∆t

2h

� �
vnj+1 − vnj−1

�23
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FTCS, CTCS - Nodal, CTCS - Staggered25

(i)(i)(i) Consistencia.26

ELT = [EDP| {z }
(1)

−MDF| {z }
(2)

]
�����
v,τ

, donde v, τ son las soluciones continua de la EDP.27

Retomando28

29

EDP - Continua8>><>>:
ρv̇ = τx

τ̇ = µvx

MDF - Discreta - FTCS8>>>>>>><>>>>>>>:
ρ

�
vn+1
j − vnj

∆t

�
=

�
τnj+1 − τnj−1

2h

�

τn+1
j − τnj

∆t
= µ

�
vnj+1 − vnj−1

2h

�
Ecuaciones−−−−−−−−−→
Abreviadas

MDF - Discreta - FTCS8>>>><>>>>:
ρ

 
· · ·

!
=

 
· · ·

!
 
· · ·

!
= µ

 
· · ·

!30

(1) EDP : ρv̇ = τx

(2) MEF : ρ
�
· · ·

�
=

�
· · ·

�31

ELT = ρ

"
v̇ −

�
· · ·

�#
−

"
τx −

�
· · ·

�#
= 0

= ρ

264v̇ − �
v(xj, tn+1)− v(xj, tn)

∆t

�375− 264τx −
�
τ (xj+1, tn − τ (xj−1, tn)

2h

�375
= ρ

24∆t

2
v̈(xjtn) + · · ·

35− 264h2

6
τxxx(xj, tn) + · · ·

375
= O(∆t, h2)

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;

lim
∆t→0,h→0

ELT = 032
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(i)(i)(i) Consistencia.35

36

de manera análoga se deduce que para el Método CTCS37

ELT = O(∆t2, h2).

y así como para el Método CTCS centro-distribuido o Staggered38

ELT = O(∆txx, hxx)
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FTCS, CTCS - Nodal, CTCS - Staggered40

(ii)(ii)(ii) Estabilidad.41

42

Si recordamos que43

44
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FTCS, CTCS - Nodal, CTCS - Staggered46

(ii)(ii)(ii) Estabilidad.47

En general se puede hacer con48

Análisis de Fourier −→

8>>>><>>>>:
vnj = Aei(−ω(n∆t) + k(jh))

τnj = Bei(−ω(n∆t) + k(jh))
[∗] −→ MDF

Procedimiento:49

(a) Se introduce [∗] en el MDF.50

(b) Se analiza el tipo de solución para ω: ¿ω ∈ R? o ¿ω ∈ C?51

Análisis de estabilidad para el Método FTCS:52

[∗]

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

vnj = Ae−iω(n∆t)| {z }
temporal

eik(jh)| {z }
espacial

τnj = B e−iω(n∆t)| {z }
temporal

eik(jh)| {z }
espacial

se introduce [∗] en

8>>>>>><>>>>>>:
vn+1
j − vnj =

�
∆t

2ρh

� �
τnj+1 − τnj−1

�

τn+1
j − τ jj =

�
∆tµ

2h

� �
vnj+1 − vnj−1

�

y se obtiene:53
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(1)

(2)

8>>>>>><>>>>>>:
A

�
e−iω∆t − 1

�
=

�
∆tB

2ρh

�
i sen (kk)

B

�
e−iω∆t − 1

�
=

�
∆tµA

h

�
i sen (kh)

se multiplica−−−−−−−−−→
(1)∗(2)

�
e−iω∆t − 1| {z }

(∗)

�2

= −
2664∆tc

h
sen (kh)

3775
2

| {z }
R−

< 0

si k, c, h,∆t ∈ R, entonces ¿qué condición debe tener (∗), para que su cuadrado sea negativo?, para ello se supone56

que (∗) tiene la forma (bi)2 = b2i2 = −b2 < 0 con b > 0.57

e−iω∆t
= 1±

�
c∆t

h

�
sen (kh)i ⇒

������e−iω∆t
������ > 1; si ω = ai ⇒ e−i

2a∆t
= ea∆t

> 1, para a > 0.

Si se sustituye e−iω∆t
por ea∆t

para a > 0, en la Ec.58

vnj = Ae−iω(n∆t)| {z }
temporal

eik(xj)| {z }
espacial

= Aean∆teikxj = A

24ea∆t
35n eikxj

El Método FTCS es inestable.59


