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Diferencias Finitas (DF)
via Expansiones de Taylor y Coeficientes Indeterminados

1. Diferencia Finita Centrada para u' en z;:

El grafico 1 ilustra el objetivo de aproximar la
pendiente exacta u'(z;) por la "diferencia finita"

U(x; +h) —u(z; — h)

Dou(xi) = oh (1) -—‘ ‘
La idea es usar Taylor para construir esta aproxima- T - h %Z T _;_ h
cion y a la vez encontrar el Orden del Error Local de
Truncamiento (E.L.T.) asociado. Figura 2.1.

Si expandimos u via Taylor alrededor de x;, obtenemos:

T — T 2 " T —x; 3
u(z) = u(z,) +u'(z)(x — ;) + u"(fﬂi)(z) +u (xi)(g!) +... 2)

donde x es arbitrario, pero hay condiciones de diferenciabilidad en u en el intervalo que contenga ambos

puntos: z y z;. Al evaluar la expansion (2) en x = z; + h

h2 h3 4 h5
(s + h) = () + bt (eg) + S () + o () + S @) + Tl 4 (3)
Al evaluar ahoraen x = x; — h
B) — ) hat! (s § "e.. h? 7 h* (iv) _ h° (v) + 4
u(z; — h) = u(z;) — hu'(x;) + 5 U (x;) — St (x;) + T (x;) Y (4)
al sustraer (4) de (3),
2h3 2h°
u(w; + h) = u(wi — h) = 20 (2:) + Seu” () + u® (@) + (5)



1y al despejar de la ecuacion (5) el valor u/(x;)

oy wl@ith) —u(zi—h) B, Rt
o (a) = o T (i) = gl (2:) + : (6)
Do (us) E.LT.

12 Si aplicamos la féormula en DF dada por D, usando h "pequeno" en la computadora:

13 (a) Dy(u;) = u'(x;)

14 (b) E.L.T. sera de orden h?, esto es, E.L.T. ~ ch?, con C = constante porque los demés infinitos términos

15 de Taylor presentan una magnitud mucho menor a Ch?, al asumir acotadas las derivadas de orden mayor.

16 El libro de texto como LeVeque [1| Pag 4, entre otros, por lo general denotan la expresion (6) como:

u'(2i) = Dy (u;) + O(h?), (7)

17 donde D, es una aproximacion de segundo orden.

12 Como ejemplo ilustrativo, podemos repetir la aplicacion de D, presentado por R. LeVeque [1] en la tabla
10 1.1. Pag 5. En este caso, u(x) = senz y x; = 1. El valor exacto lo conocemos, por supuesto, porque sabemos

20 derivar, u/(z) = cosx y su evaluacion en x; es cos (1) ~ 0,5403023.
L : jcomo hari b ltado mé i deci : "(x)?
21 La pregunta es: jcomo hariamos para obtener un resultado méas preciso, es decir, més cercano a u'(z;)’

22 Util para el ejemplo trivial del LeVeque o a un caso mas general atin. Por ahora, les planteo 2 opciones:

wir) .-

Opcidén 1: Malla Centro-distribuida (Staggered Grid)

u(z
o) = MR )y v ) A S )
iUil‘ h xil—h/2 :}:Z a:l-;—h/z mz—lf— h
donde se ha usado D,,, pero con paso h/2, entonces
Figura 2.2.
2
o (35) = \u(‘m +h/2) ; u(r; —h/2) 6}; 4u/”(xi) L o)
ﬁ;(;i) E.LT.

2« Notas: El E.L.T. sigue siendo O(h?), pero con una magnitud de un 1/4 respecto a D, (u;). Computacional-

s mente, D y D, cuestan las mismas operaciones aritméticas.
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Opcion 2: Incrementar el nimero de nodos en la DF y con esto aumenta el orden de la aproximacion. Por
ejemplo, pasar de O(h?) a O(h?).

Aqui es poco intuitiva la formulaciéon via
pendientes y se pasa directamente a
Taylor. Esto es, aplica Taylor a cada uno
de los nodos: x; —2h, x; —h, x;+h, ;+2h,
de modo que:

Figura 2.3.
e Parax=ux;—2h
4h? h3 16n* 2h°
u(x; — 2h) = u(x;) — 2hu’ (x;) + TU”(%) — %U’”(l’z‘) + i' ul™) (25) — %u(v) (z:) +-- (10)
e Parax=ux;,—nh
2 h3 h4 ) h5
u(x; — h) = u(z;) — h'(z;) + h—u” z;) — —u" (2;) + —u' (2;) — —u) (2;) + 11
2 6 4! 5!
e Parax=ux;+h
2 h3 ht ho
u(i + h) = (@) + ha' (@) + o (@) + o (2) + E“(w) (i) + HU(U) (@) +--- (12)
e Parax=ux;,+2h
4 2 3 1 4 92 5
w(z; + 2h) = u(x;) + 2hu (x;) + %u”(ﬂ:i) + %u”’(mi) + %u(w) (2) + %u(”) () + - (13)

Para combinar linealmente las expansiones anteriores, (10), (11), (12), y (13), se usa el Método de
Coeficientes Indeterminados. En este caso de 4 ecuaciones se encuentra a, b, ¢, d de tal manera de

Eliminar tantos términos del E.L.T. como sea posible en la nueva férmula en DF:

a[Ec. (10)] + b[Ec. (11)] + ¢[Ec. (12)] + d[Ec. (13)] (14)
Condiciones a imponer sobre la ecuacion (14)

au(x; — 2h) + bu(z; — h) + cu(z; + h) + du(x; +2h) = (a+ b+ c+ d)u(zy)

+(—2a — b+ c+ 2d)hu/ (x;)

h2
+(4a+b+c+4d)?u”(:ci) (15)

h3
+(—8a—b+c+ 8d)€u”’(a:i)

ht .
+(16a+b+c+ 16d)Euw(aEi) +-
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se requiere que

) [ —2a—bter2d=1
) b datbtctdad=0
) 1 —8a—b+c+8d=0
) { 16a+b+c+16d=0

(16)

Donde el sistema (16): la ecuacion (I) preserva v’ en la formula DF y las ecuaciones (II), (IIT) y (IV) forzan

los 17 términos del E.L.T. a cero.

El sistema de Ecuaciones (16) se resuelve en MatLab/Maple/ o usando calculo tradicional y asi se encuentran

los coeficientes del estencil de DF. En este caso:

1 8
=—d=— b= —c= ——.
a ) y c 12

Al sustituir estos coeficientes en (15), se obtiene explicitamente la nueva DF

u(z; — 2h) — 8u(z; — h) + 8u(z; + h) — u(z; + 2h)

=/ (x;) + Oh® 17
: 120 ’ (z:) (h”) (17)
D0,4 (ui) E.L.T.

D, ,(x;) es la formula en DF Centrada (subindex 0) con Cuarto Orden (subindex 4) en una malla Nodal. La

misma aparece en Fornberg [2|, Pag. 702, tabla 1.

2. Nuevas Formulas en DF muy ftiles y que podrian construirse por

Coeficientes Indeterminados

[1] 50’ .(u;) : Esta formula seria la version Staggered de la construccion arriba.

Nota. Esta formula DF es muy usada en nuestras aplicaciones y aparece en Fornberg [2].

[2] Formula en DF en Malla Centro-distribuida para aproximar «'(x,) con segundo orden de precision.

. : - Centros de la malla

—8/3ugp + 3uy/n — 1/3u, : . .
u’(l'()) _ / 0 1/2 / 3/2 +O(h2) (18) ! /\/ \/\
h ) A : o ;
~ & ' ) '
D (ug) %\/\ e /\/ ot
Nota: El simbolo "+" es usado para denotar Nodos de la malla

"Forward" Differentiation por el LeVeque [1].

Figura 2.4.
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[3] Formula en DF en Malla Staggered para aproximar u/(zg), pero con 4to orden de precision. Esto es,

D\-i-,4(uo)'
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