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Ecuacion de Onda Elastica: Caso 1D

(Concepts in Continuum Mechanics: Strain, stress, Hooke’s law, equation of motion)

1. Cuerda Vibrante (Waves on a String)|[1][2]

Estudio Hipotético. Una cuerda "mateméaticamente" idealizada con densidad constante p y sometida a

una fuerza de tension 7. Esta cuerda se se extiende a lo largo de .

Problema. Describir el desplazamiento vertical u, desde la posicion inicial de reposo u = 0, después que la

cuerda (o una porcién) es deformada.

to=11 T
,,’/ v "‘_»" v
ty=0 —/‘\

t,<0

t

z Note: "El desplazamiento u(z, t)" es una funcion de
la posicién x a lo largo de la cuerda y del tiempo t.

T T 33
L
dz T
Figura 1.1.
Principio Fisico. 2% Ley de Newton F = m@ Y
Dado que el desplazamiento es estudiado en la direccién de w(z+dz,t)]
u (0 y), el estudio se simplifica al caso escalar:
u(z,t) 1
Ou(z, t)
Tsenf, — Tsenf, = pd:L‘T (1)
Hipotesis. En el caso que #, ~ 0y 62 ~ 0 (pequeno 4 ): Figura 1.2.
senf ~ 0 ~ tan 6, pero tanf, representa a—u(x, t).
x
Asi )
0 0 0
T %u(x +dz,t) — a—Z(a:, t)| = pdx@u(:c, t) (2)
si ahora



0 3}
—u(z +dzx,t) — au(x, t) 92

: ox
1 N
T i dx pat2u(m, ) ®)
N ~ y
= Wu(x,t)
12 de modo que
ok 0?
2 _ Y —./T
C axQu(aﬁ, t) 875214(316, t), donde €= 5 (4)
13 Estudiaremos las unidades de C (sistema MKS):
1/2 1/2
kg - m/seg2 m?
C g _— g _— — 5
[J[ o 2o = lsee), 6)

14 asi C es velocidad.

15 La ecuacion (4) es llamada "Ecuaciéon de Onda Unidimensional" y permite describir la propagacion de Onda

16 (perturbaciones mecénica) a lo largo de la cuerda con una velocidad c.

2
. . U
En 7 Directa: si T 1 y p permanecen constante entonces Il T, por lo

Note la dependencia que la propagacion se acelera (faster propagation).

17

de C en T: . . .
Py En p Inversa: Para una 7 fija, mientras mayor es la densida p, menor

R N

es la aceleraciéon inducida y propagacion sucede a baja velocidad.

18 Observacion. Stein dice que el hecho que € = C(p), justifica la utilidad de este modelo para entender la
10 estructura tierra y las ondas sismicas. En la realidad, Geocientificos usan el tiempo que le toma a las ondas
20 viajar de Emisor—Receptor, para estimar la velocidad de propagacion y aprender de las propiedades y posible

21 composicién de la Tierra.

22 Soluciones Generales: f(z + ct) es solucion:

2
26 U _CQf//
or?

(
{ , (6)
55 = 5 (c) = @0 =

o)

Q

u
ot?

23 Es més dada la linealidad de la Ec., la solucién general toma la forma:

uw(z, t) = A f(x +ct) +B f(x — ct) (7)
Viajan hacia viajan hacia
la izquierda la derecha
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t
= z+ct=k,
Note que: otk
™
r+ct =k,
. k, =x
= TG / x

Figura 1.3. Figura 1.4. La recta es x — ct = ky.

Soluciones Armoénicas (Harmonic wave Solutions):

i(wt £ kx)

u(x, t) = A€ = A[cos (wt £ kx) + isen (wt £ kx)]

v

~~

Férmula de Euler

Comprobamos que esta "ansatz" funcion satisface uy = C2uy, para cierta velocidad ¢:

0 {Aez(wt + kx) iw} _ Q {iAw ez((wt + km))} _ 2. Aez(wt + kx) P
8 _/_/

u

de manera analoga se obtiene

0 i(wt + kx 0 i(wt + kx i(w =+ kx
Upy = —— Ae( )ik = _— Aike( ) = iQkQAe( ) _ —k2u (10)
Si recordamos la ecuacion (4):
0? 0?
2
al sustituir (9) y (10) en la Ec. (4), resulta ser la condicion:
2
A = Fwu si uz#0 = 02:<%> = C:‘:‘ = C==A
,{ A : Amplitud.
. . I w [w] = seg™!(Hz) = frecuencia angular
Los parametros de esta solucién armonica: {
I ko [k]= m~! = namero de onda (wave number).
i 27 w
k T = U y f = % = Seg
Note:
A 2
C=r =fA )\:%; [A] = metros
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La solucion (8) es compleja aunque el desplazamiento debe ser real, y para fines practicos se toma solo la
parte real A cos (wt £ kx) como solucion. Sin embargo, por lo general cuando la forma compleja aparece en
la solucién de un proceso fisico, también aparece su conjugado, por lo que la suma (superposicion) genera

una solucion Real.

Términos y Parametros en fenémenos ondulatorios asociados a:

Acos (wt £ kx) (11)

u
(a) Fase wt £ kx la cual define rectas de solucion h /\
constante u(z, t) = u, en el plano = —t. o
l : \/ AN

(b) Suponga z = x,:

‘«—T": Periodo—>!
u(z,,t) = Acos(wtte,), ¢,=kx, Figura 1.5
= Acos(wt+ ¢, + 2m),
Note que: u(z,, t) = u(z,,t+7T)

dado que el coseno es periédico en 27. ;
wt — ¢y + 21 = w(t + ) — ¢,

Ahora,
u(z,, t) = Acos (w(t + 27 /w) — gf)o)

Al comparar con la definicién de funcién periddica

f(z)=f(z£T),

siendo T el valor mas pequeno, se tiene que T = 27/w corresponde al periodo temporal de la

solucion (11)
(c) El mismo analisis se puede aplicar en espacio: t = t:

u(z, t,) = Acos(wt, + kx) u

<=\ : Longitud de onda—>

= cos(k(:ciQw/k)—i—(]ﬁo), ¢, = wt, A /\
= u(zx2n/k, t,) l \/ “\‘t

Este caso se tiene que A = 27” corresponde al periodo
especial de las soluciones (8) y (11). Figura 1.6.

Se puede establecer entonces las siguientes relaciones entre los pardmetros de la solucién arménica de

la ecuacion de Ondas:

w
C= = = w=Ck (12)
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a3 1) sila ecuacion (12) la dividimos por 27:

wo k N 1—61
o 2r T N
44 de donde
A=cT

45

46

(13)

i7) al dividir (12) por w = 27 f:

2rnf  k N

de modo que

(14)

las ecuaciones (13) y (14) conectan el parametro C impuesto por el medio fisico, y los 2 parametros que

miden las oscilaciones en tiempo y espacio de una onda armoénica. Son fundamentales en el analisis de

soluciones analiticas y numéricas a problemas ondulatorios.
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